SAC X Price

A matematica escondida por tras das parcelas do seu financiamento

Professor Yuri Politano e Politano Aprova

1. O problema matematico

Dois financiamentos podem ter o mesmo valor inicial, a mesma taxa de juros e o mesmo prazo e,
ainda assim, apresentar sequéncias de prestacoes e custos totais diferentes. A razdo néo estd em
uma “taxa diferente” escondida no célculo: estd na maneira como o principal da divida é amortizado
ao longo do tempo.

Neste texto, deduziremos os sistemas SAC e Price a partir de principios elementares de Matemaética
Financeira. O objetivo ndo é memorizar formulas, mas compreender quais condi¢ées definem cada
sistema, como o saldo devedor evolui e por que essa evolugao determina o montante de juros pago.

2. Notacao e hipotese fundamental

Considere um empréstimo de valor inicial V', liquidado em n periodos, com taxa efetiva de juros i
por periodo. Denotaremos por Sk o saldo devedor imediatamente apds a k-ésima prestagdao, com
So =V e S, =0. Na k-ésima prestacdo, Ay representa a amortizagdo do principal, Ji os juros do
periodo e P o valor total pago.

P, = A + Ji |, ‘Jk:iSk_l‘, ‘Sk:Sk_l—Ak.

Essas trés relagdes sdo comuns aos dois sistemas. Portanto, SAC e Price nédo se distinguem pela
regra de incidéncia dos juros. A diferenca essencial estd na condi¢do adicional imposta a sequéncia
de pagamentos ou de amortizagoes.

3. Sistema de Amortizagdo Constante (SAC)

No SAC, a condigao definidora é que todas as amortizagoes sejam iguais. Como o principal V' deve
ser integralmente amortizado em n periodos,

A= Ap— e Ay = L
n

Apoés k prestagoes, foram amortizados kV/n. Logo,

Sk:VW:V(lk).
n n

Os juros da k-ésima prestacdo sao calculados sobre o saldo imediatamente anterior:

Jk—iSkl—z‘V<1—k_1).
n

Assim,

Vv k-1
Pk——l-iV(l— >
n n
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3.1. As prestagoes do SAC formam uma PA
Calculando a diferenca entre prestacoes consecutivas,
Py — P, =——.
k+1 k n

A diferenca é constante e negativa. Portanto, (Py) é uma progressao aritmética decrescente.

3.2. Juros totais no SAC

Como Jk == iSk_l,

n—1

JrotalsAC =1 Y S
k=0

Os saldos Sp, Si,...,Sp—1 formam uma PA de primeiro termo V e tltimo termo V/n. Logo,
n—1
%4 \% 1
pr 2 n 2

e, consequentemente,

iV(n+1) .

Jtotal,SAC = 5

4. Sistema Price

Na Tabela Price, a condicao definidora é outra: as prestagoes sdo constantes,
P=P=---=PFP,=P.
A amortizagao, portanto, ndo é constante.

Para determinar P, usamos equivaléncia financeira na data inicial. O valor presente das n prestacoes
deve ser exatamente V:

S
Cl+d o (1+0)2 (14
O lado direito é uma PG de razao ¢ = 1/(1 + 4). Portanto,
1—(142¢)™"
y=ptz 9™
i
de onde
Vi Vi(l+d)n

P

T1-(1+i)r (Q+in—1f

4.1. A amortizacao na Price

Como P ¢ constante,

A =P —iS;_4.
Além disso,
A1 =P —iSk
=P —i(Si_1 — Ay)
= (P —iSp_1) +idy
= (1+41)A.
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Logo,

| Agsr = (1+10) Ay

isto é, as amortizagoes da Price formam uma PG crescente de razao 1 + i.

i

4.2. Férmula explicita do saldo devedor

A recorréncia do saldo é
Sy =(14+1)Sk_1— P.

Sua solugao é
1+i)k—1
Sk =V(1+i)k - P(Hi).

Equivalentemente,

1—(144)~ (k)
i

Sk =P

U

expressao que corresponde ao valor presente, no instante k, das n — k prestacoes ainda nao pagas.

5. A ideia central: os juros seguem a trajetéria do saldo

Em ambos os sistemas,

Jp = iSk_1.
Somando os juros de todos os periodos,
n—1
Jtotal = 1 Z Sk .
k=0

Essa identidade revela o mecanismo essencial do financiamento: para uma mesma taxa i, o custo
nominal de juros depende da soma dos saldos devedores mantidos ao longo do tempo. Quanto maior
o saldo médio da divida, maior o total de juros.

Em uma representagao grafica discreta, ) S; pode ser visualizada como a soma das areas de
retdngulos de largura unitaria e alturas Si. Essa leitura oferece uma interpretacdo geométrica para
a comparacgao entre os sistemas.

6. Exemplo comparativo

Considere
V = R$120.000, 00, 1 =1% a.m., n = 60.
No SAC,
120000
A= 60— R$2.000, 00.

A primeira prestacao é R$ 3.200,00, a ultima é R$ 2.020,00 e as prestagdes diminuem R$ 20,00 por
més. Os juros totais sao

61
Jsac = 0,01 - 120000 - 5 = R$36.600, 00.
Na Price,
_ 120000 -0,01
T 1—(1,01)=60 7
O total nominal pago é aproximadamente R$ 160.160,02, dos quais R$ 40.160,02 correspondem a
juros.

R$ 2.669, 33.
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Sistema 12 prestacio Ultima prestacio Total pago  Juros totais
SAC R$ 3.200,00 R$ 2.020,00 R$ 156.600,00 R$ 36.600,00
Price R$ 2.669,33 R$ 2.669,33 R$ 160.160,02 R$ 40.160,02

Evolucao do saldo devedor — V = R$ 120.000, i = 1% a.m., n = 60
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Figura 1: Comparacao das trajetorias do saldo devedor no exemplo. O saldo da Price permanece
acima do saldo do SAC em todos os meses intermediarios.

7. Uma leitura matematica mais profunda

Os dois sistemas podem ser vistos como solugoes diferentes para o mesmo problema de evolucdo de
uma divida:
Sk = (1 + i)Sk_1 - Pk.

O SAC escolhe P, de modo que Sy seja uma funcao afim de k; a Price escolhe P, constante, fazendo
Sj. obedecer a uma recorréncia linear nao homogénea.

Essa perspectiva conecta Matematica Financeira a progressoes, fungoes, recorréncias e somatorios.
Em vez de duas “tabelas” isoladas, SAC e Price tornam-se exemplos de como condicoes diferentes
impostas a uma mesma dindmica produzem trajetérias distintas.

8. Conclusao

A comparacio entre SAC e Price é, essencialmente, uma comparacao entre formas de distribuir a
amortizagdo no tempo. Ambos calculam juros sobre o saldo devedor e ambos respeitam a equivaléncia
financeira.

No SAC, a amortizacdo constante produz saldo devedor linearmente decrescente e prestagoes em PA.
Na Price, a prestacdo constante produz amortizagoes em PG crescente. Sob as mesmas condigbes
de principal, taxa e prazo, a Price mantém saldo devedor estritamente maior em todos os periodos
intermedidrios; por isso, sua soma nominal de juros é também estritamente maior.

Isso nao significa que a frase “SAC é sempre melhor” seja uma conclusdo econémica universal. O
SAC exige prestagoes iniciais maiores. Em contratos reais, liquidez, inflagdo, custo de oportunidade,
CET, seguros, tarifas, indexadores e amortizacbes antecipadas podem alterar a decisdo. O que a
matematica demonstra aqui é uma comparagao precisa dentro de um modelo controlado.
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Nota Final — Demonstracao rigorosa da comparacao entre os saldos
devedores

A comparagao central do artigo pode ser formalizada sem recorrer ao exemplo numérico.

Teorema. Sejam V > 0,47 >0 en > 2. Considere um financiamento SAC e um financiamento Price com o
mesmo principal V, a mesma taza efetiva i por periodo e o mesmo nimero n de pagamentos, todos ao fim de
cada periodo. Entao, para todo k=1,2,...,n—1,

Price SAC
S > Spt |

Nos extremos, SFrice = SSAC = 1 ¢ GPrice = GSAC —

Demonstragido. Na Price, vimos que
Apy1 = (1 +1) A
Como i > 0 e A; > 0, a sequéncia de amortizagdes é estritamente crescente:
0<A <A<~ <A,

Além disso, ao término do contrato, todo o principal foi amortizado:
n
> A=V
j=1
Fixe k € {1,...,n — 1} e defina a média das primeiras k amortizagoes:

k
> A
j=1

mg =

| =

Como (A;) é crescente,
my < A < Ak+1.

Consequentemente, cada termo do bloco Ag1,..., A, é estritamente maior que mg. A média de todas as n
amortizacoes, que ¢ uma média ponderada entre a média do primeiro bloco e a média do segundo, é entao
estritamente maior que my. Assim,
n
1 v
myg < — E Aj = —.
n 4 n
Jj=1

Multiplicando por k,
k
KV
E Aj < —.
. n
Jj=1

O lado esquerdo é o principal amortizado pela Price apds k prestacoes. J4 no SAC, a amortizagdo acumulada
apos k prestagoes é exatamente kV/n. Portanto,

Price a kV SAC
St :V—ZAJ»>V—7:S,C .

=1
Isso conclui a demonstracgao. O

Coroléario. Sob as mesmas hipéteses,

Price SAC
Jtotal > Jtotal .

Demonstragdo. Como

n—1
Jtotal =1 E SIm
k=0

os dois sistemas tém o mesmo saldo inicial, mas a Price possui saldo estritamente maior em cada periodo
intermediario. Como i > 0, a soma de juros da Price é estritamente maior. O

Escopo da demonstracao. O resultado compara o modelo matemdatico puro com taxa efetiva constante,
pagamentos regulares e auséncia de custos adicionais. CET, seguros, tarifas, correcdo monetaria, impostos e

amortizacoes extraordinarias devem ser incorporados separadamente na analise de contratos reais.
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