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Resumo

Neste acepipe matemaéatico apresentaremos uma demonstragdo pouco usual para
a féormula de Heron. Antes disso, deduziremos uma expressio para a altura de um
tridngulo em funcao de seus trés lados e do semiperimetro. Em seguida, utilizaremos
o incirculo, um excirculo e duas identidades de area para obter o radical de Heron a
partir de uma relagao de semelhanca.

1 Uma férmula para a altura

Considere um triangulo nao degenerado ABC', com
BC = a, CA =0, AB =¢,
e seja h, a altura relativa ao lado a. Denotaremos por

_a—i—b—i—c
N 2

o semiperimetro.
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Figura 1: Altura h, relativa ao lado a.

A expressao que desejamos demonstrar é




Demonstracao

Seja H o pé da perpendicular tracada de A a reta BC' e ponha

oa=/BCA.

Pela Lei dos Cossenos,
& =a® +b* — 2abcos a.

Como a projegao de C'A sobre a reta C'B tem comprimento algébrico b cos a;, obtemos

CH =bcosa =
2a
No triangulo retangulo ACH,
b* = hi + CH?,
e, portanto,
a2+ 2 — 2 2
=0 — [ ————
- ()
4a*h? = (2ab)® — (a* + b* — *)?,
= (2a6+a2 + b — 02) (Qab— a® — b +02>,
= ((a +b)? — 02> <02 —(a— b)2>,
=(a+b—c)la+b+c)(c—a+b)(c+a—D).
Como

a+b+c=2p, a+b—c=2(p—c), b+c—a=2(p—a),

segue que

4a’h}, = 16p(p — a)(p — b)(p — ¢).

a’ + b* — 2

a+c—b=2(p—0b),

Como h, > 0 em um tridngulo nao degenerado, extraimos a raiz positiva e chegamos a (1).

2 O radical de Heron

Se A denota a area do triangulo, a formula de Heron afirma que

A=\/plp—a)p—b)(p—c)|

(2)

Naturalmente, (2) ja decorre de (1), pois A = ah,/2. Nosso objetivo, entretanto, é
apresentar uma segunda demonstragao, geometricamente distinta, baseada no incirculo e

em um excirculo.



Figura 2: Incirculo e o segmento BH; = p — b.

2.1 Dois fatos de tangéncia

Seja o incirculo tangente a BC' em H;. Pelos segmentos tangentes tracados de um mesmo
ponto a uma circunferéncia, os comprimentos dos dois segmentos de tangéncia sdo iguais.
Se BH; = x, entao, escrevendo os segmentos tangentes a partir de A, B e C, obtemos
imediatamente

Agora considere o excirculo oposto ao vértice C, de raio r., tangente ao prolongamento de
BC em H,. Pelo mesmo teorema dos segmentos tangentes,

BHy; =p—a|
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Figura 3: Excirculo oposto a C' e o segmento BHy = p — a.

2.2 A semelhanca fundamental

Denotemos por O; o incentro, por O 0 excentro oposto a C', por r o inraio e por r. 0 exraio
correspondente.

Os triangulos retangulos O1 H1B e O2Hs B sdao semelhantes. BO; ¢é a bissetriz interna do angulo
B, formando B/2 com BC; BOs é a bissetriz externa, perpendicular a interna, formando 90° —
B/2 com o prolongamento de BC. Logo, os tridngulos retdngulos O1H1B e O2HsB tém os
mesmos angulos agudos e sdo semelhantes pelo critério AA. Na figura, § = B/2 e ¢ = 90° — B/2.

ANOH1B ~ AOyH,B.

Da semelhanca,
r . BH1

BHy, 1,
Usando BH; =p—be BHy = p — a, obtemos

rre=(p—a)(p—b)} (3)

2.3 A area fecha a demonstracao

Para o incirculo, decompondo ABC nos trés triangulos com vértice no incentro,

A = pr, logo r= A
p

Para o excirculo oposto a C, a decomposicdo orientada das dreas fornece: A = [O2CA] + [O2CB] — [02AB] =
b-reta-re—c-re)/2=rc-(a+b—c)/2=(p—)re.

A
p—c

A=(p—c)re, logo Te =



Figura 4: Configuragdo que produz a semelhanca entre O1HB e Oy H>B.

Substituindo essas duas expressoes em (3),
A A
p p—c

(p—a)(p—0b).
Consequentemente,

A% =p(p—a)lp—0)(p— o).
Como A > 0 para um triangulo nao degenerado,

A=\/plp—a)(p—b)(p—c)|

Est4 demonstrada a formula de Heron.

Nota final: o que o radical “sabe” sobre o tridngulo

A expressao sob o radical nao é apenas um artificio algébrico. Para um tridngulo nao
degenerado,
p >0, p—a>0, p—0b>0, p—c>0,

pois essas trés ultimas desigualdades sao exatamente equivalentes as desigualdades triangu-
lares
b+c > a, a+c>b, a+b>c.

Assim, o préprio radicando de Heron codifica a condi¢ao de existéncia de um triangulo nao
degenerado. Quando, por exemplo, a = b+ ¢, temos p—a = 0 e a area se anula: o triangulo
degenera em um segmento.

H4 ainda uma identidade util:
16A4% = (a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)la+b—ec),

que evidencia de modo simétrico a dependéncia da area em relagao aos trés lados.
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